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S O M M A R I O
L’obiettivo di questa tesi è quello di studiare il comportamento di un
robot sospeso mediante cavi quando questo viene messo in movimen-
to con una determinata legge di moto. In particolare, è stato utilizza-
to un modello dei cavi diverso da quello ideale, in cui si considera
la massa e l’elasticità dei cavi stessi (modello di Irvine). Per diver-
se configurazioni di manipolatori, sia planari che spaziali, sono state
esplicitamente ricavate le equazioni per risolvere la cinematica inver-
sa; questo sia nel caso in cui il problema sia completamente vincolato
oppure ridondantemente vincolato. I modelli matematici ricavati so-
no stati implementati in Matlab per essere risolti numericamente, data
la natura non lineare del problema affrontato.
Quindi, sfruttando quanto ricavato, sono state impostate le equazioni
della dinamica per l’organo terminale e i rocchetti di un manipolato-
re, per poter ricavare un modello (numerico) della dinamica inversa;
consentendo quindi di ricavare, a partire da una arbitraria legge di
moto, l’andamento temporale delle coppie da applicare ai rocchetti.
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I N T R O D U Z I O N E
La robotica si occupa di studiare e realizzare tecniche per permettere
ad un manipolatore di eseguire dei compiti specifici programmabili li-
beramente, in modo da realizzare automaticamente il lavoro umano. I
robot possono essere classificati in molti modi; storicamente vengono
classificati in base a come il collegamento tra la base e l’organo ter-
minale è realizzato. Nel paragrafo successivo verrà analizzata questa
classificazione.
1.1 i manipolatori seriali e paralleli
I manipolatori seriali presentano una struttura e un funzionamento
che ricorda quello di un braccio umano, una serie di giunti ed elemen-
ti che collegano la spalla alla mano. La catena cinematica che viene
di conseguenza realizzata è chiamata seriale, in quanto vi è un’unica
sequenza di membri e di giunti attuati che collega la base del manipo-
latore con l’end-effector, andando a creare il moto desiderato. Proprio
per la similitudine con il braccio umano questi robot sono chiamati
bracci robotici oppure robot articolati.
I manipolatori paralleli, invece, presentano più catene cinematiche
che collegano la base all’end-effector. Molti dei giunti in questa tipo-
logia di manipolatori non sono attuati; una soluzione utilizzata mol-
to spesso è quella di attuare un giunto per ogni catena cinematica, in
modo da distribuire in modo più equo possibile gli sforzi sulle catene
cinematiche.
Un esempio di manipolatore seriale è un robot antropomorfo, mentre
quello di robot parallelo è quello di un delta-robot, con riferimento alla
figura 1.
(a) Un robot antropomorfo
(courtesy Kuka)
(b) Un robot parallelo (cour-
tesy Omron)
Figura 1: Tipologie di robot
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1.2 dai robot paralleli ai robot a cavi
Un robot a cavi è un tipo particolare di robot parallelo, in cui la ca-
tena cinematica non è più realizzata attraverso dei giunti rigidi, ma
mediante dei cavi, collegati ad una estremità all’end effector del mani-
polatore, e all’altra estremità avvolti su un tamburo attuato, che sarà
collegato a telaio. Alla data di stesura di questo documento, i robot a
cavi sono poco impiegati in applicazioni pratiche; l’attività di ricerca
è comunque attiva per le possibili applicazioni in ambito riabilitativo,
collaborativo e nella manipolazione di oggetti.
1.2.1 Prototipi e applicazioni pratiche
Le prime ricerche nel campo dei manipolatori a cavi hanno origine
nel corso degli anni ’80; in quegli stessi anni viene brevettata SkyCam,
telecamera per la realizzazione di riprese televisive durante eventi
sportivi o concerti, per la una delle poche applicazioni commerciali
di un robot a cavi.
Una delle altre notevoli applicazioni pratiche è quella del radiotele-
scopio FAST [3], un radiotelescopio di cinquecento metri di apertura,
in cui la cabina del telescopio è attuata attraverso sei cavi.
Alcuni progetti realizzati da enti di ricerca sono:
(a) Skycam (b) NIST RoboCrane
(c) Skycam (d) FAST Radiotelescope
Figura 2: Esempi di robot a cavi
• FALCON [4], un manipolatore per applicazioni pick & place
realizzato con cavi, caratterizzato dalle velocità e accelerazioni
estreme, rispettivamente 13 m/s e 43G;
• MARIONET [5], una famiglia di robot realizzati per lo studio
dei problemi cinematici, con possibili applicazioni nel campo
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della riabilitazione e dell’assistenza all’uomo in ambito dome-
stico;
• CoGiRo [6], un prototipo di grandezza 15 m x 11 m x 6 m e con
capacità di carico fino a 500 kg. Ha la capacità ad esempio di
realizzare edifici stampati in 3D;
• RoboCrane [7], sviluppata al NIST, utilizza la stessa idea di base
della piattaforma di Steward, ma usando cavi al posto di giunti
rigidi.
Sono riportate alcune immagini in figura 2. Altri esempi applicativi
possono essere trovati in [8].
1.2.2 Componenti e struttura di un CDPR
Figura 3: Schema di un CDPR
Verrà ora analizzata la struttura che va a comporre un CDPR. Un
CDPR si presenta schematicamente come in figura 3, tratta da [9]. È
possibile suddividere la struttura in tre parti fondamentali: un telaio,
che sostiene il manipolatore; un end-effector, o piattaforma mobile; m
attuatori.
end-effector L’end-effector dipenderà dall’applicazione deside-
rata. Sarà diverso dall’end-effector tipico di un manipolatore paral-
lelo, a causa del diverso collegamento con il resto del robot. Infatti,
l’estremità lontana dei cavi sarà collegata all’end-effector per mez-
zo di golfari o anelli. Il punto in cui uno o più cavi sono collegati
all’end-effector si dice anchor point.
attuatori Il tipo di attuatore per cavi più comune è un motore
elettrico accoppiato a un tamburo. A seconda della direzione di ro-
tazione del motore, il cavo viene avvolto o svolto. Questa soluzione,
pur essendo la più semplice, presenta alcuni svantaggi: i cavi sulla
bobina sono in contatto gli uni sugli altri, andando quindi a strisciare
e a causare prematura usura; inoltre, se i cavi sono avvolti in modo
irregolare, la velocità di svolgimento può essere irregolare. Infine, la
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sovrapposizione di cavi va a influire sulle misurazioni delle lunghez-
ze eseguite dagli encoder dei motori. È possibile realizzare attuatori
più raffinati attraverso l’utilizzo di guide per i cavi; in alternativa è
possibile controllare le lunghezze dei cavi attraverso pulegge montate
su motori lineari [10].
exit points I cavi, in uscita dai tamburi su cui sono avvolti, ven-
gono fatti passare attraverso pulegge o sistemi più complessi, in mo-
do da definire dei punti, possibilmente unici e fissi, chiamati exit poin-
ts, che, insieme ai punti di ancoraggio, sono tra i parametri geometri-
ci fondamentali per il controllo del robot. Questi componenti devono
quindi garantire ai cavi di poter passare liberamente attraverso di lo-
ro, restando il più possibile nella stessa posizione. Sono solitamente
realizzati con pulegge orientabili, un esempio è riportato in figura 4.
Figura 4: Pulegge orientabili, usate per definire gli exit points
cavi Solitamente vengono utilizzati due tipi di materiali per la co-
struzione dei cavi, tradizionali funi d’acciaio oppure cavi di fibre ara-
midiche. I primi sono preferiti quando è richiesta una elevata capacità
di carico; è più semplice la determinazione del diametro corretto poi-
ché le proprietà fisiche sono ben conosciute. Di contro, questo tipo
di cavi necessitano di manutenzione e lubrificazione, mentre i tambu-
ri devono essere molto resistenti all’usura e al pitting. Inoltre questi
cavi sono hanno una densità lineare elevata e un alto coefficiente di
dilatazione termica.
I cavi realizzati in fibre aramidiche, come il Kevlar e il Dyneema han-
no densità lineari più basse, oltre a non risentire dell’umidità e degli
effetti termici. Inoltre è possibile intrecciare in queste fibre anche cavi
per la trasmissione di segnali (come in Skycam). Presentano però al-
cuni importanti svantaggi, ovvero il comportamento fortemente non
lineare e la mancanza di dati a riguardo del loro comportamento a
fatica. Quest’ultimo aspetto è particolarmente importante nella rea-
lizzazione dei CDPR: infatti poiché si desidera che i punti di uscita
dei cavi siano dei punti fissi, la conoscenza del raggio di piegatura mi-
nimo per un cavo rispetto un numero di cicli è un dato dalla grande
importanza.
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1.2.3 Vantaggi e svantaggi dei robot a cavi
I manipolatori a cavi (abbreviati come CDPR - Cable Driven Paral-
lel Robots) se confrontati con dei tradizionali robot paralleli a giunti
rigidi, presentano i seguenti vantaggi:
• Inerzia fortemente ridotta;
• Un rapporto payload/peso più elevato;
• Possibilità di raggiungere velocità e accelerazioni più elevate;
• Spazi di lavoro molto più estesi.
A causa della loro natura, si prestano ad applicazioni riabilitative (ad
esempio [11]), oppure per le applicazioni di search & rescue (ad esem-
pio [12]).
Tra gli svantaggi invece sono da annoverare quelli legati intrisecamen-
te alla natura dei cavi: i cavi possono operare solo in tensione, in ogni
possibile configurazione di funzionamento sarà da assicurare la pre-
senza di almeno un certo numero di cavi in tensione. Un’altra criticità
da tenere in considerazione è che i cavi possono andare ad interferire
tra di loro all’interno dello spazio di lavoro, oppure con lo spazio di
lavoro stesso.
1.2.4 Classificazione dei manipolatori a cavi
È possibile dare una classificazione dei CDPR in base al numero di
gradi di libertà. Un CDPR è sottovincolato se la posizione e l’orien-
tazione dell’end-effector è determinata solo dalla gravità; invece, se
esse sono determinate completamente dalle lunghezza dei cavi, il CD-
PR è detto pienamente vincolato oppure ridondantemente vincolato.
In generale, sia n il numero di gradi di libertà di un CDPR e sia m il
numero di cavi, a seconda dei casi sarà:
• m < n 6 6 il robot è sottovincolato. Considerando la gravità o
altre forze applicate, possono esistere una o più pose di equili-
brio stabile o instabile. Alcuni gradi di libertà non possono es-
sere controllati attraverso i cavi. Questa classe di manipolatori è
chiamata IRPM, incompletely restrained positioning mechanism.
• n = m il robot è cinematicamente vincolato in modo comple-
to. L’equilibrio delle forze dipende da forze applicate come la
gravità. Fanno anch’essi parte della classe IRPM.
• n + 1 = m il robot può essere completamente vincolato at-
traverso le lunghezze dei cavi. Sono classificati come CRPM,
completely restrained positioning mechanisms.
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• n+ 1 < m il robot è ridondantemente vincolato, le forze sono
distribuite tra i cavi. Sono classificati come RRPM, reduntantly
restrained positioning mechanisms. La cinematica inversa non è
comunque ridondante, in quanto esiste solo una soluzione al
problema cinematico inverso.
In [13] viene fatta una diversa classificazione: si parla di manipolatori
completely restrained e di manipolatori suspended (sospesi). Nel primo
caso, l’end effector è vincolato nei confronti delle forze esterne esclu-
sivamente per mezzo dei cavi. Ciò richiede l’utilizzo di m > n cavi.
Lo svantaggio di questa configurazione è che i cavi saranno dispo-
sti nello spazio in un modo tale da circondare l’end effector; ciò non
è considerato come un aspetto positivo. Al contrario, i manipolatori
sospesi sfruttano il peso dell’end-effector e di quello che è ad esso col-
legato come un mezzo per mantenere la tensione desiderata nei cavi.
Questa categoria di manipolatori fa uso di m > n cavi, generalmente
posizionati sopra l’end effector. Il principale svantaggio che questa
scelta comporta è quello di limitare l’accelerazione verso il basso e
la decelerazione verso l’alto a quella della gravità. Il vantaggio non
trascurabile è quello di avere l’area al di sotto dell’end-effector libera
(assumendo che il cavo deformato non cada al di sotto); ciò risulta
utile in applicazioni quali il pick and place su grandi aree di lavoro.
2
C I N E M AT I C A I N V E R S A
2.1 introduzione
Il problema cinematico inverso per un manipolatore è quel problema
che, note:
• La posizione dell’end effector nello spazio cartesiano: x, y, z, α, β, γ
dove le prime tre coordinate sono di posizione e le ultime tre di
orientamento;
• La geometria del telaio;
• La geometria del’end effector.
Consente di ricavare le lunghezze l1, . . . , lm, dome m è il numero di
cavi.
Assumendo un modello di cavo ideale, ovvero privo di massa e la cui
elasticità è trascurabile, la risoluzione della cinematica inversa è rica-
vabile in modo semplice e in forma chiusa. Ci si riconduce al calcolo
di una distanza euclidea tra due punti (si dovrà usare lo stesso siste-
ma di riferimento per questi due punti): il punto di uscita (indicato
con pedice f) e il punto di collegamento con l’end effector (indicato




2 + (yf,i − yee,i)
2 + (zf,i − zee,i)
2 ∀ i = 1, . . . ,m
(1)
Pertanto la cinematica inversa può essere calcolata per qualsiasi nu-
mero di cavi; la soluzione è molto rapida e implementabile in real
time anche su hardware poco potente.
Un limite a questo approccio risiede proprio nelle ipotesi semplifica-
tive assunte. Infatti non sempre è possibile affermare che il cavo sia
privo di massa e inestensibile; per cavi in acciaio, in modo particolare,
la densità lineare è considerevole. Quindi la massa di un cavo risulta
proporzionale alla sua lunghezza; di conseguenza gli effetti del peso
proprio possono essere trascurati per un manipolatore con spazio di
lavoro poco ampio, ma non si può dire lo stesso per spazi di lavoro
molto ampi [2].
È pertanto di interesse studiare l’effetto di questi due fenomeni sulla
cinematica inversa dei CDPR.
In questo capitolo verrà analizzato un modello di cavo più preciso e
la sua applicazione ad alcune tipologie di manipolatori.
7
8 cinematica inversa
2.2 il modello del cavo di irvine
I modelli di cavi inestensibili oppure di cavi assimilabili a molle idea-
li non sono utilizzabili poiché non tengono conto della massa propria
del cavo. Nel campo dell’ingegneria civile la soluzione per la defor-
mata di un cavo elastico sottoposto gli effetti della gravità è nota sin
dagli anni ’30 del secolo scorso. Quanto trattato nel seguito è stato
estratto da [14]. Con riferimento alla figura 5, vengono definite le
Figura 5: Schema di un cavo deformabile, tratto da [1]
seguenti grandezze:
• ρ0, densità lineare di massa del cavo (kg/m);
• E, modulo elastico del cavo (Pa);
• A0 area della sezione del cavo (m2);
• L0 lunghezza non deformata del cavo (m);
• ∆L componente di deformazione del cavo (m);
• s sia la variabile usata per denotare la grandezza non deforma-
ta (dove con deformazione si intende la deformazione assiale
dovuta alla tensione).
Per ricavare le equazioni di Irvine, si procede come nel seguito, con-



















= Fz + ρg (s− L0) (4)
In cui T è la tensione del cavo al punto p. Risolvendo per dx/dp e per
dz/dp e sostituendo nella (2) si ricava:
T(s) =
√
F2x + (Fz + ρ0g (s− L0))
2 (5)








Ora, sostituendo la (5) nelle equazioni di equilibrio si ricavano le




















Fz + ρ0g (s− L0)√
F2x + (Fz + ρ0g (s− L0))
2
(8)
Ora è possibile ricavare il risultato integrando le due equazioni appe-



































F2x + (Fz + ρ0g (s− L0))
2 −
√




la curva risultante è chiamata catenaria elastica. Il profilo statico di
un cavo elastico sottoposto alla gravità e a una forza applicata all’e-
stremità del cavo è teoricamente identica; pertanto questo modello è
utilizzabile per la risoluzione della cinematica inversa.
Ricavare le reazioni vincolari (Fx0 e Fz0) è un problema dalla risolu-
zione immediata. Infatti la componente orizzontale della tensione è
costante lungo tutto il cavo, mentre per il calcolo della componente
verticale si dovrà tenere conto della massa del cavo stesso:
Fx0 = Fx (11)
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Fz0 = Fz + ρ0gL0 (12)
Dato quindi un cavo deformabile, con un estremo vincolato e l’altro
estremo soggetto all’azione di una forza, ad un piccolo aumento della
forza corrisponderà un piccolo spostamento dell’estremo libero. Una
parte di questo spostamento sarà dovuto all’estensione (o contrazio-
ne) del cavo, mentre un’altra parte sarà dovuta alla deformazione.
alcune considerazioni Nel seguito di questa tesi, verrà sem-
pre utilizzato il modello di Irvine, che è quello più accurato. In diver-
si articoli vengono proposti dei modelli diversi. Ad esempio, in [15]
viene linearizzato il modello; in [16] viene supposto il cavo dotato
di massa ma inestensibile, e viene proposto un modello di cavo con
deformata parabolica.
2.3 procedura per la risoluzione della cinematica in-
versa
Dalle equazioni presentate nella precedente sezione, è possibile no-
tare come la cinematica vada ad influenzare l’equilibrio statico, e vi-
ceversa. Pertanto i problemi statico e cinematico sono accoppiati e
vanno risolti insieme, ricavando quindi nota la posizione xB, yB, zB
dell’end-effector le lunghezze li dei cavi e le relative forze Fx,i, Fz,i.
Definendo m il numero di cavi del CDPR e n il numero di gradi di
libertà, per risolvere il problema di cinematica inversa e di equilibrio
statico si dovrà risolvere un sistema di 2m+ n equazioni (2m equa-
zioni che vincolano gli estremi del cavo e n equazioni di equilibrio
rispetto agli n gradi di libertà) in 3m incognite (forze e lunghezze
dei cavi). Le 2m equazioni sono derivate dalle (9) e (10) sostituendo
s = li e ricavando xB = xi,end e zB = zi,end; semplificando si ottiene:






































Le n equazioni di equilibrio statico saranno equilibri di forze e/o mo-
menti esercitati sull’end-effector, saranno ricavati per alcuni esempi
di manipolatori nelle prossime sezioni di questo documento.
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Ora, questo problema può essere sottovincolato, perfettamente vinco-
lato oppure ridondantemente vincolato, a seconda della relazione tra
il numero dei cavi e il numero di gradi di libertà. In ogni caso sarà
necessaria una risoluzione numerica del problema proposto, stante la
forte non linearità delle equazioni presentate e l’impossibilità di rica-
vare delle espressioni in forma chiusa.
Si presenteranno i seguenti casi [17] [1]:
• m < n ci sono più equazioni che incognite, la soluzione può
non esistere. L’end-effector quindi può non essere posizionabile
arbitrariamente nei 6 gradi di libertà;
• m = n: ci sono tante equazioni quanta incognite, esiste una
soluzione;
• m > n: ci sono più incognite che equazioni, la soluzione non sa-
rà unica ma per la stessa posa dell’end-effector saranno possibili
diversi set di forze e lunghezze dei cavi. Per ottenere una solu-
zione unica si dovrà vincolare il problema rispetto una funzione
di costo.
Saranno nel seguito discussi esempi per il secondo e il terzo caso.
Per risolvere il problema cinematico inverso e statico si dovranno usa-
re algoritmi numerici: è possibile usare il metodo di Newton-Raphson;
usando MATLAB 1 si possono usare le funzioni fsolve oppure lsqnon-
lin. Perché questi algoritmi arrivino a convergenza in un tempo ra-
pido e alla soluzione corretta, è importante che le soluzioni di primo
tentativo siano il più possibile vicine a quelle effettive. Come lunghez-
ze e tensioni di primo tentativo vengono scelti i valori che risolvono
la cinematica inversa nel caso di cavi con modello ideale. Pertanto,
prima di andare ad applicare il metodo appena presentato per l’ap-
plicazione in casi pratici, nella sezione successiva sarà esposta la pro-
cedura di risoluzione del problema cinematico statico in caso di cavi
ideali.
2.4 problema cinematico statico con cavi ideali
2.4.1 Definizione delle grandezze
Siano:
• O, x0, y0, z0 il sistema di riferimento globale;
• A1, . . . , Ai, . . . Am le coordinate degli exit points dei cavi nel
sistema di riferimento globale;









A1 to Am: exit points






















Figura 6: Schematizzazione delle grandezze utilizzate
• xb, yb, zb il sistema di riferimento dell’end-effector;
• b1, . . . , bi, . . . bm le coordinate degli anchor points nel sistema
di riferimento dell’end effector.
• B1, . . . , Bm le coordinate degli anchor points nel sistema di rife-
rimento globale.
Inoltre per ogni cavo viene definito un sistema di riferimento del ca-
vo. Si noti infatti (come in figura 5) che ogni cavo giace in un piano
x− z. Il modello di Irvine è infatti piano. Sono quindi trascurati even-
tuali disturbi che provocano deformazioni al di fuori di questo piano
(come ad esempio il vento). Con riferimento alla figura 7, si nota che:
• Ti,0 è la matrice di trasformazione dal sistema di riferimento
del cavo i-esimo considerato al sistema di riferimento globale. È
composta da una rotazione attorno all’asse z di un angolo γ e
da una traslazione rappresentata dal vettore v0,i.
• L’asse x del cavo i-esimo è allineato al cavo, l’asse z rappresenta
la coordinata verticale del cavo. Per entrambi i punti, Ai e B la
coordinata y sarà nulla.
• Il cavo i-esimo forma un angolo θ sul piano x− z locale.















Figura 7: Dettaglio del sistema di riferimento del singolo cavo
14 cinematica inversa
2.4.2 Risoluzione delle lunghezze dei cavi
Calcolare le lunghezze dei cavi è un problema geometrico dalla im-
mediata risoluzione: infatti è sufficiente l’equazione di chiusura:
~zO,Ai +
~li − Ri ~rB,B1 − ~zO,Bi = 0 ∀i = 1, . . . ,m (15)
In cui Ri è la matrice di rotazione dal sistema di riferimento dell’end-
effector al sistema di riferimento globale. Nota la posizione dell’end-
effector, le uniche incognite sono le lunghezze ~li dei cavi, pertanto
queste ultime sono facilmente ricavabili.
2.4.3 Calcolo degli angoli θi
Nel sistema di riferimento del cavo i-esimo, si calcolano le coordinate
dei puntiAi e B. Per costruzione il punto ai (dove la lettera minuscola
indica il fatto che ci troviamo in un sistema di riferimento locale) avrà
coordinate (x, z) = (0, 0) (si omette la coordinata y). Il calcolo delle
coordinate di bi sarà eseguito sfruttando la matrice Ti,0 in precedenza
introdotta.
L’angolo θi è pertanto calcolato come:
θi = atan2 (zb, xb) (16)
2.4.4 Risoluzione delle tensioni dei cavi
Per risolvere le tensioni dei cavi, si deve considerare l’equilibrio del-
le forze (se il robot ha gradi di libertà esclusivamente traslazionali)
oppure delle forze e dei momenti (se il robot ha gradi di libertà sia
traslazionali che rotazionali). Nel caso il numero di cavi sia maggio-
re del numero di gradi di libertà, ci saranno più possibili soluzioni
per le tensioni; si potrà vincolare il problema usando tecniche come
la programmazione lineare per trovare la soluzione ottima (ad esempio




~Ti = ~Fee (17)
m∑
i=1
~Ti × ~ri = ~Mee (18)
In queste equazioni, ~Fee e ~Mee saranno le forze applicate all’end-
effector (note anche come wrench), mentre ~ri rappresenta la distanza
tra il baricentro dell’end-effector e l’anchor point i-esimo (indicato
in figura 6) come ~rB,B1. Nel seguito saranno esplicitati, per i casi
analizzati, i calcoli di (17) e (18).
3
A L C U N I M O D E L L I P E R L A R I S O L U Z I O N E D E L L A
C I N E M AT I C A I N V E R S A
In questo capitolo vengono presentati alcuni modelli di cinematica in-
versa per manipolatori sospesi assumendo un modello di cavo defor-
mabile. La risoluzione di questi modelli è svolta con metodi numerici,
pertanto è sensibile a una appropriata scelta delle soluzioni di primo
tentativo, che sono in tutti i casi discussi in questo capitolo quelle ot-
tenute dalla risoluzione della cinematica inversa risolta assumendo i
cavi come ideali.
3.1 primo caso - validazione del modello
In questo esempio si sfruttano i dati dell’articolo [1], in cui vengono
fornite tutte le grandezze necessarie per calcolare la deformata del
cavo. In questa sezione, saranno utilizzati i dati forniti, con l’eccezio-
ne della lunghezza del cavo e delle forze agli estremi del cavo. Uno
schema del sistema considerato è presentato in figura 8.
I dati utilizzati sono:
• Diametro del cavo d = 10.5mm;
• Massa lineare del cavo ρ0 = 70 g/m3;
• Modulo di Young del cavo E = 116MPa
• Posizione dell’estremo destro del cavo (xB, zB) = (6.51,−3.76)m;
• Massa all’estremo destro del cavo mB = 0.623 kg.
Figura 8: Schema del sistema considerato, da [1]
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Lo scopo originario nell’articolo era quello di verificare che la forma
del cavo deformato (ottenuta con delle immagini digitali) fosse com-
patibile con quella calcolata utilizzando il modello di Irvine. In questa
sezione, invece, si vuole andare a verificare che la lunghezza del cavo
ottenuta attraverso il modello sia compatibile con quella effettiva, pa-
ri a L0,eff = 7.55m.
Usando la convenzione dei segni già introdotta in figura 5, si perviene
































F2x + (Fz − ρ0gL0)
2
]
Fz = mb g
(19)
In cui le prime due equazioni sono i vincoli geometrici sull’estremo
destro del cavo, mentre la terza esprime l’equilibrio verticale. Le inco-
gnite sono: L0, Fx, Fz.
Dovendo usare metodi numerici per la risoluzione, come valori di pri-
mo tentativo saranno usate le soluzioni in caso di cavo inestensibile e











= −0.5238 rad (21)




cos θ = 10.58N (23)
Poi è stata utilizzata la funzione fsolve1. Sono stati ottenuti i seguenti
risultati: L0 = 7.53m, Tx = 14.94N, Tz = −6.11N.
Confrontando la lunghezza effettiva con quella teorica ottenuta, l’er-
rore è nell’ordine dello 0.3%, ritenuto quindi accettabile.
Si riporta inoltre la forma del cavo deformato. Il listato MATLAB per
questo caso è riportato in appendice A.1.
3.2 manipolatore piano a due gradi di libertà
In questa sezione sarà risolta la cinematica inversa per un manipola-
tore piano a due gradi di libertà, posizionato in un piano verticale.
Una rappresentazione schematica di questo tipo di manipolatore è
1 https://www.mathworks.com/help/optim/ug/fsolve.html
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Figura 10: Schematizzazione di un manipolatore piano a 2 gradi di libertà
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rappresentata in figura 10. In questo caso l’end effector è assunto co-
me una massa concentrata in un punto. In letteratura è presente una
derivazione del modello, ricavata da Arsenault [18]; in questa tesi ver-
rà usato un approccio meno formale, più intuitivo, per raggiungere
lo stesso risultato.
Si noti, anzitutto, i versi degli assi dei sistemi di riferimento locali.
Essi sono discordi, di questo aspetto sarà tenuto conto nel seguito.
Inoltre verrà assunto nel seguito che i cavi sono tutti dello stesso
materiale. Per risolvere la cinematica inversa, come primo passo si
definiscono:
• w la grandezza dell’area di lavoro;
• A1 = [0 0 0]
T le coordinate del primo exit point nel sistema di
riferimento globale (si assume per semplicità, ma senza perdità
di generalità, che in questo caso l’origine del sistema di riferi-
mento globale sia coincidente con il sistema di riferimento del
primo cavo);
• A2 = [w00]
T le coordinate del secondo exit point nel sistema
di riferimento globale;
• B = [xB 0 zB]
T le coordinate dell’end-effector;
• mee la massa dell’end effector;
• diametro, area, densità lineare dei cavi definite allo stesso modo
del caso precedente;
Poi si risolve la cinematica nel caso ideale; come nell’esempio pre-
cedente questo passo ha l’unico scopo di trovare dei valori di primo
tentativo che consentano di risolvere il caso non ideale in modo più ra-









2 + z2B (24)
θ1 = atan2 (zB, xB) θ2 = atan2 (zB, xB − xA2) (25)
Le tensioni ideali sono ottenute risolvendo il seguente sistema di
equazioni:T1,id cos θ1 + T2,id cos θ2 = 0
T1,id sin θ1 + T2,id sin θ2 = meeg
(26)
I valori di primo tentativo saranno quindi:
T1,x,first = T1,id cos θ1 T1,z,first = T1,id sin θ1 (27)
T2,x,first = −T2,id cos θ2 T2,z,first = T2,id sin θ2 (28)
L1,first = L1,id L2,first = L2,id (29)
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Il segno meno nella componente orizzontale della tensione del secon-
do cavo è dovuto al diverso orientamento tra il sistema di riferimento
globale e quello del secondo cavo. Per ricavare i valori di tensioni
e lunghezze effettive si andrà a risolvere il seguente sistema di sei





































































T1,x − T2,x = 0
T1,z + T2,z = meeg
(30)
Le ultime due equazioni della (64) sono l’equilibrio dell’end effector
nel sistema di riferimento globale, mentre le prime quattro equazioni
sono sui vincoli geometrici dei cavi, in queste vale:
x1,end = xB
z1,end = zB
x2,end = xA2 − xB
z2,end = zB
(31)
È possibile notare come la coordinata xend sia sempre maggiore di
zero e come la coordinata zend sia sempre minore di zero, per costru-
zione. Si determinano ora le reazioni vincolari:
R1,x = T1,x R1,z = −T1,z + ρ0gl1 (32)
R2,x = T2,x R2,z = −T2,z + ρ0gl2 (33)
In figura 11 è riportato l’andamento dei cavi ottenuto per una con-
figurazione arbitraria. La forma del cavo è ottenuta dalle equazioni
(9) e (10). Il listato MATLAB per questo caso è riportato in appendice
A.2.
3.3 manipolatore spaziale a tre gradi di libertà
In questa sezione verrà ricavato il modello per la cinematica inversa
di un manipolatore spaziale con tre cavi e tre gradi di libertà trasla-
zionali. Siano le grandezze caratteristiche dei cavi definite allo stesso
modo dei casi presentati nelle sezioni precedenti. In confronto al caso
piano, sarà necessario ricordare alcuni concetti di geometria spaziale
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Figura 11: Grafico ottenuto per la risoluzione del caso piano a 2 GdL
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e di cambiamento di coordinate. Si rimanda al secondo capitolo di
[19] per approfondire l’argomento.
definizione coordinate Si assume che i punti di uscita dei
cavi siano ai vertici di un triangolo equilatero, di lato L e a una quota
h; inoltre sia l’origine del sistema di riferimento globale nel primo
vertice del triangolo e B le coordinate dell’end-effector nel sistema di



















definizione delle matrici di cambiamento di coordina-
te dal sistema di riferimento globale al sistema di rife-
rimento del cavo i-esimo Queste matrici sono delle matrici di
trasformazione composte da una rotazione attorno all’asse z e trasla-
zione per portare la nuova origine nel punto A i-esimo. Come risulta-
to della trasformazione, le coordinate y nel sistema di riferimento del
cavo saranno pari a zero per ogni punto del cavo. Come è già stato
discusso, infatti, il modello del cavo è piano.
Nel sistema di riferimento globale, il vettore del cavo i-esimo è defi-
nito come:
~vi = B−Ai (35)
L’angolo formato dal cavo sul piano XY è pari a:
Φi = atan2 (~vi(2), ~vi(1)) (36)
La matrice di trasformazione i-esima si ricava nel seguente modo:
Ti =

cosΦi − sinΦi 0 Ai(1)
sinΦi cosΦi 0 Ai(2)
0 0 0 Ai(3)
0 0 0 1
 (37)
Ora sarà immediato ricavare le coordinate degli estremi del cavo nel
sistema di riferimento i-esimo (l’1 nella quarta riga indica l’utilizzo



















22 alcuni modelli per la risoluzione della cinematica inversa
Figura 12: Lunghezze e tensioni ideali per un manipolatore spaziale a 3 GdL





A questo punto è possibile calcolare le lunghezze ideali dei cavi e gli
angoli che questi formano nel sistema di riferimento locale:
li,id =
∥∥∥ ~vi,loc∥∥∥ θi,id = atan2 ( ~vi,loc(3), ~vi,loc(1)) (40)
calcolo delle tensioni ideali Le tensioni ideali sui cavi so-
no calcolate attraverso l’equilibrio delle forze agenti sull’end effector.
Tale equilibrio di forze è calcolato rispetto un sistema di riferimento






















sono le matrici di rotazione ottenute eliminando la quarta
riga e la quarta colonna della (37). Si ottiene quindi un sistema lineare
di tre equazioni in tre incognite, risolvibile con i tradizionali metodi
algebrici.
risoluzione del caso con cavi deformabili Per ottenere
le tensioni e lunghezze reali dei cavi si dovà risolvere il seguente
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sistema di 9 equazioni in 9 incognite, in cui il vettore delle incognite
è: [l1 l2 l3 θ1 θ2 θ3 T1 T2 T3]:
T1 cosθ1l1
EA0
+ T1 cosθ1ρ0g log
T1+T1 sinθ1√











(T1 cos θ1)2 + (T1 sin θ1 − ρ0gl1)2) = z1,end
T2 cosθ2l2
EA0
+ T2 cosθ2ρ0g log
T2+T2 sinθ2√











(T2 cos θ2)2 + (T2 sin θ2 − ρ0gl2)2) = z2,end
T2 cosθ2l2
EA0
+ T2 cosθ2ρ0g log
T2+T2 sinθ2√




































Risolvibile numericamente, come negli esempi precedenti, sfruttan-
do le funzioni fsolve oppure lsqnonlin 2. Una volta trovati i valori delle
incognite, sarà possibile rappresentare graficamente il risultato. Si ri-
porta in figura 13 la soluzione per una data posa del manipolatore.
Il listato MATLAB per questo caso è riportato in appendice A.3.
3.4 manipolatore spaziale a tre gradi di libertà tra-
slazionali con quattro cavi
Viene ora presentato il caso di un manipolatore spaziale a tre gradi
di libertà traslazionali, quindi come quello della sezione precedente,
questa volta con quattro cavi, come raffigurato in figura 14. Si sup-
pone che gli exit points dei cavi siano ai vertici di un rettangolo di
dimensioni L1 e L2, e posti ad una altezza z0; siano inoltre B le coor-
dinate dell’end effector nel sistema di riferimento globale. Si ipotizza
per semplicità che l’origine del sistema di riferimento globale sia alla














Siano inoltre le grandezze caratteristiche del cavo definite allo stesso
modo dei precedenti esempi; si ricorda che in questo caso ci si trova
nella situazione di avere m > n cavi. Pertanto è necessario un approc-
cio diverso da quelli trattati fino ad ora, si deriverà il modello allo
stesso modo di [2]. La procedura seguita sarà la seguente:
2 https://www.mathworks.com/help/optim/ug/lsqnonlin.html
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Figura 13: Soluzione della cinematica inversa per un robot a 3 GdL con cavi
deformabili
Figura 14: Rappresentazione schematica del manipolatore analizzato, da [2]
3.4 manipolatore spaziale a tre gradi di libertà traslazionali con quattro cavi 25
Figura 15: Forze agenti sull’end effector, da [2]
• Calcolo delle lunghezze ideali dei cavi;
• Ottimizzazione delle tensioni dei cavi;
• Calcolo delle lunghezze reali dei cavi.
calcolo delle lunghezze ideali dei cavi Questo passag-
gio è perfettamente identico a quello svolto nei precedenti casi, infatti
per determinare le lunghezze ideali basta calcolare:
Li,id =
√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2 (44)
ottimizzazione delle tensioni dei cavi Siano definite le
matrici di trasformazione e di rotazione dal sistema di riferimento
del cavo i-esimo a quello globale come nella (37), ora è possibile ri-
cavare l’equazione di equilibrio dell’end effector (come svolto prece-























Una rappresentazione delle forze è presentata in figura 15. Dopo aver
svolto semplici passaggi algebrici, si ricava:
cosΦ1 cos θ1 cosΦ2 cos θ2 cosΦ3 cos θ3 cosΦ4 cos θ4sinΦ1 cos θ1 sinΦ2 cos θ2 sinΦ3 cos θ3 sinΦ3 cos θ3
















L’equilibrio è rappresentato da un sistema di tre equazioni con quat-
tro incognite (infatti i gradi di libertà sono tre, da qui le tre equazioni,
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mentre i cavi sono quattro). Pertanto vi è più di una soluzione pos-
sibile (per l’algebra ci saranno ∞1 soluzioni). Sarà possibile affron-
tare il problema con un approccio di programmazione lineare [20],
ottimizzando la soluzione rispetto ad una funzione obiettivo arbitra-
ria, da minimizzare o massimizzare. Altrimenti è possibile usare il
metodo della matrice pseudoinversa Moore Penrose, ma ciò non ci
consente di scegliere la funzione obiettivo; tuttavia è un metodo che
consente di ottenere la soluzione in forma analitica invece che nume-
rica. La funzione obiettivo più spesso utilizzata è f(T1, T2, T3, T4) =
T1 + T2 + T3 + T4; si va quindi a minimizzare la somma delle tensioni
dei cavi. Ciò che è interessante nella programmazione lineare è che
è possibile vincolare la soluzione cercata ad essere contenuta in un
intervallo, in particolare, chiamanto t = [T1T2T3T4] il vettore delle
tensioni incognite, è possibile vincolare: tlb 6 t 6 tub. Si potrà ora
procedere con il calcolo delle tensioni ottimizzate; usando la funzione
linprog 3:




T4 = x(4); 
Questo approccio è quello usato in [2], le lunghezze reali sono poi
calcolate come spiegato nel paragrafo seguente.
È inoltre possibile risolvere la ridondanza di incognite in un altro mo-
do, che sarà spiegato in sezione 3.4.1, in un modo più semplice e che
non richiede il ricorso alla programmazione lineare, pur se limitato
al solo caso di avere quattro cavi.
calcolo delle lunghezze reali dei cavi A questo punto,
usando le equazioni della catenaria elastica, si ricavano le lunghezze
effettive di ogni cavo. Si dovrà risolvere, per ogni cavo, un sistema di
































In questo caso è stata trascurata la deformazione del cavo dovuto
alla sua elasticità poiché la deformazione è dominata dal peso pro-
prio. Le ingognite da risolvere sono, per ogni cavo, le componen-
ti orizzontali e verticali della tensione e la sua lunghezza, ovvero
Tx,i, Tz,i, Li, ∀i = 1, . . . , 4. Pertanto lo schema di risoluzione qui pre-
sentato è diverso dai casi precedenti, in cui in un’unico sistema non
3 https://www.mathworks.com/help/optim/ug/linprog.html
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Figura 16: Soluzione della cinematica inversa per un manipolatore spaziale
con 4 cavi
lineare venivano determinati i valori di tutte le grandezze incognite,
mentre in questo caso dopo l’ottimizzazione delle tensioni si risolve
singolarmente ogni cavo. Una soluzione per una determinata posa è
schematizzata in figura 16.
3.4.1 Approccio diverso per l’ottimizzazione delle tensioni
Tutto ciò considerato dall’inizio della sezione 3.4, fino alla (45) è an-
cora valido. Resta da risolvere la ridondanza di incognite della (45),
questo aspetto verrà affrontato in modo diverso rispetto all’articolo
[2].
Infatti ora, dopo aver calcolato le lunghezze ideali dei quattro cavi, si
impone che il cavo più lungo sia quello meno teso, e ad esso viene
imposta una tensione; assumendo che il cavo più lungo sia il j-esimo,
verrà posto Tj = Tmin. Questa tensione minima dovrà essere decisa a
priori.
È quindi possibile ora risolvere il problema come nel caso del mani-
polatore spaziale con tre cavi, infatti le equazioni a disposizione sono
2m (quindi otto equazioni di congruenza) più n (quindi tre equazio-
ni di equilibrio), ovvero undici. Le incognite da ricavare sono 2m (le
lunghezze dei cavi e i relativi angoli agli anchor point - otto incogni-
te) più m− 1 tensioni (ovvero tre). Il numero di equazioni è quindi
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+ T1 cosθ1ρ0g log
T1+T1 sinθ1√











(T1 cos θ1)2 + (T1 sin θ1 − ρ0gl1)2) = z1,end
T2 cosθ2l2
EA0
+ T2 cosθ2ρ0g log
T2+T2 sinθ2√











(T2 cos θ2)2 + (T2 sin θ2 − ρ0gl2)2) = z2,end
T2 cosθ2l2
EA0
+ T2 cosθ2ρ0g log
T2+T2 sinθ2√











(T2 cos θ2)2 + (T2 sin θ2 − ρ0gl2)2) = z3,end
T1 cosθ1l1
EA0
+ T1 cosθ1ρ0g log
T1+T1 sinθ1√












































In cui nell’equazione scritta in forma matriciale una delle tensioni è a
questo punto nota e pari alla tensione minima.
In figura 17 è riportata la forma effettiva dei cavi per una data posa
del manipolatore. Il listato MATLAB per questo caso è riportato in
appendice A.4.
3.5 manipolatore piano a tre gradi di libertà con tre
cavi
Si introduce ora un altro caso, un manipolatore piano con tre gradi di
libertà e tre cavi; i tre gradi di libertà sono le traslazioni sul piano XZ
e la rotazione attorno all’asse Y. In figura 18 è riportato uno schema
non in scala del CDPR analizzato. La derivazione del modello sarà
quindi diversa, dovendo impostare questa volta anche l’equilibrio al-
le rotazioni per poter ottenere una soluzione. Inoltre per la prima
volta si assume che l’end effector non sia una massa concentrata in
un punto ma questa sia dotata di massa e di inerzia , e che gli an-
chor points sull’end effector non siano tutti coincidenti, ma che ci sia
una configurazione come quella illustrata in figura 19. Una configu-
razione analoga è presentata in [1]; nel seguito saranno confrontati i
risultati dell’articolo con quelli ricavati dal modello realizzato.
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Figura 17: Soluzione della cinematica inversa per una data posizione per un



















Figura 19: Schema dell’end effector considerato








Figura 20: Forze esercitate dall’end effector sui cavi
definizione delle coordinate utilizzate Gli exit points
sono definiti, allo stesso modo dei casi precedenti, come Ai (allo stes-
so modo del caso presentato in 3.2), con l’origine del sistema di riferi-
mento globale nel punto Oglob. Gli anchor points sono descritti con
coordinate [bi00]
T nel sistema di riferimento locale dell’end-effector,
la cui origine è nel suo baricentro, corrispondente al punto B nel siste-
ma di riferimento globale. Per ottenere le coordinate dei punti bi nel




cos(θ) 0 sin(θ) Bx
0 1 0 By
− sin(θ) 0 cos θ Bz










Ora ogni cavo è rappresentato dal vettore ~vi = Bi −Ai ed è quindi
possibile ricavare le lunghezze ideali e gli angoli dei cavi ideali allo
stesso modo dei casi precedenti.
soluzione delle tensioni ideali Per la prima volta viene
trattato un manipolatore in cui c’è un grado di libertà rotazionale.
L’equilibrio, con cavi ideali, sarà un sistema di tre equazioni in tre
incognite, in cui le prime due sono l’equilibrio alle traslazioni, mentre
la terza l’equilibrio alle rotazioni rispetto al baricentro:
T1,id cosφ1 + T2,id cosφ2 + T3,id cosφ3 = 0
T2,id sinφ1 + T2,id sinφ2 + T3,id sinφ3 +meeg = 0
~b1 × ~T1,id + ~b2 × ~T2,id + ~b3 × ~T3,id = ~0
(50)
La terza equazione è una equazione vettoriale, pertanto in generalità
va risolta nelle tre componenti x, y, z; tuttavia essendo sul piano XZ
tutti i momenti generati sono momenti rispetto l’asse y, basterà ana-
lizzare la seconda componente dei vettori, le altre saranno zero. In
figura 20 sono rappresentate schematicamente le tensioni esercitate
sui cavi.
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valori iniziali per l’algoritmo numerico A questo pun-
to, per determinare i valori iniziali da inserire nel sistema non lineare,
sarà sufficiente trasformare i risultati della (50) nel sistema di riferi-
mento dei cavi; come detto in precedenza, dovrà essere che la compo-
nente in direzione x sia maggiore di zero e la componente in direzione
z sia minore di zero, quindi:
T1id,x = |T1,id cosφ1| T1id,z = − |T1,id sinφ1| (51)
T2id,x = |T2,id cosφ2| T2id,z = − |T2,id sinφ2| (52)
T3id,x = |T2,id cosφ2| T2id,z = − |T2,id sinφ2| (53)
I valori iniziali delle lunghezze sono invece definiti allo stesso modo
dei casi precedenti.
accorgimenti particolari Si nota che, mentre il punto B1 per
ogni posizione dell’end effector è sempre a destra di A1 e, analoga-
mente, il punto B3 è sempre a sinistra di A3, non si può dire lo stesso
per B2. Infatti a seconda della posizione dell’end effector, il punto B2
può trovarsi sia a destra che a sinistra di A2. Ciò implica che questo
dovrà essere gestito nel codice. È stata creata una funzione che, an-
dando a verificare se il vettore delle lunghezze ideali ha componente
orizzontale positiva o negativa (significa che il punto B si trova rispet-
tivamente a destra o sinistra del relativo punto A), va nel caso questa
componente sia negativa a invertirla e imposta un flag.









In figura 21 è rappresentato questo aspetto: si avrà i = 0 quando
l2,x > 0, altrimenti si avrà i = 1.











Figura 21: Forze esercitate dall’end effector sui cavi
risoluzione del sistema non lineare A questo punto è
possibile impostare il sistema di nove equazioni in nove incognite,







































































































T1,xsegni (1) + T2,xsegni (2) + T3,xsegni (3) = 0


















In cui le prime sei equazioni sono i vincoli geometrici, le ultime tre
sono le equazioni di equilibrio dell’end effector. In queste ultime ap-
pare il vettore segni; questo vettore contiene il valore 1 se l’anchor
point è a destra dell’exit point, altrimenti contiene il valore −1, in ac-
cordo con quanto definito nel paragrafo precedente.
Il risultato è rappresentato graficamente in figura 22, e i risultati otte-
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Figura 22: Risoluzione della cinematica inversa per il manipolatore piano a
3 Gradi di Libertà
nuti sono coerenti con quelli ottenuti da [1].
Il listato MATLAB per questo caso è riportato in appendice A.5.

4
D I N A M I C A I N V E R S A
In questo capitolo si ricaverà numericamente la dinamica inversa per
un manipolatore a due gradi di libertà piani, come quello analizzato
in sezione 3.2. Pertanto si affronterà il problema di ricavare, parten-
do dalla legge di moto dell’organo terminale, l’andamento temporale
delle coppie ai motori.
4.1 equilibrio dell’organo terminale
Si considera l’end effector come un punto materiale. Come rappresen-
tato in figura 23, sull’organo terminale le forze in gioco sono quelle
esercitate dai cavi e la forza peso, oltre alle forze d’inerzia. È possibile
ricavare l’equazione della dinamica dell’end effector, ovvero:
T1,x + T2,x = meeax (55)
T1,z + T2,x −meeg = meeaz (56)
Risolvendo per le tensioni da esercitare, qui chiamate Fee, si ricava:
Fee,x = meeax (57)
Fee,z = mee (g+ az) (58)
4.2 equilibrio dei rocchetti
I rocchetti sono considerati come dei cilindri di massa mr e di raggio
pari a Rr. La loro inerzia avrà valore pari a Jr = 12mrR
2
r . Le forze agen-
ti sui rocchetti sono quelle indicate in figura 24, è pertanto possibile
scrivere l’equazione della dinamica del generico i-esimo rocchetto:













Figura 24: Rappresentazione delle forze agenti sui rocchetti
Quindi, risolvendo per ricavare le coppie ai rocchetti:
T(t) = τRr + J ¨θ(t) (60)
4.3 velocità e accelerazioni dei cavi
Si deve ora affrontare il problema di mettere in relazione tra loro
la dinamica dell’organo terminale con la dinamica dei rocchetti. Si
ricorda che, in base a quanto ricavato nei capitoli precedenti, non sarà
possibile una derivazione algebrica del problema, anche in questo
caso verranno impiegati metodi numerici; la notazione (i) indicherà
che l’equazione sarà risolta al passo i-esimo.
Per fare ciò, si ricavano come prima cosa, a partire dalle lunghezze





Supponendo di conoscere in ogni istante la lunghezza dei cavi, è
possibile ricavare la velocità dei cavi:
l˙(i) =
l(i) − l(i− 1)
dt
(62)
Allo stesso modo, le accelerazioni valgono:
l¨(i) =
l˙(i) − l˙(i− 1)
dt
(63)
4.4 procedura per la risoluzione della dinamica inver-
sa
Ci si concentra in questa sezione sul manipolatore piano a due gradi
di libertà, già presentato in sezione 3.2.
Data una certa legge di moto dell’end effector, a partire dagli algo-
ritmi presentati, è possibile ricavare le lunghezze dei cavi e le forze
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Figura 25: Esempio di traiettoria
che questi devono esercitare sull’organo terminale in ogni istante di
tempo. Per determinare le lunghezze sarà e le tensioni agenti sui ca-
vi sarà necessaria una piccola modifica del sistema di equazioni (64),





































































T1,x − T2,x = Fee,x
T1,z + T2,z = −Fee,z
(64)
In cui Fee,x e Fee,z sono quelle ricavate dalla (57) e (58).
Si consideri per esempio una legge di moto come quella in figura 25,
in cui i profili di velocità lungo gli assi x e z sono assunti trapezoidali.
Si ricavano, per ogni istante di tempo, le lunghezze dei cavi e le ten-
sioni ai loro estremi, incluse le reazioni vincolari, valutate con le (11)
e (12). Si ricavana un andamento come quello rappresentato in figura
26.
È quindi possibile derivare numericamente le lunghezze dei cavi per
ottenere le relative velocità e accelerazioni. Queste sono valutate at-
traverso le (62) e (63), e il risultato è riportato in 27. Da questo da-
to è possibile ottenere in modo immediato le velocità angolari e le









Infine, le coppie ai rocchetti sono determinate (in accordo alla nota-






Figura 26: Lunghezze dei cavi e relative tensioni all’estremo vincolato
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Figura 27: Velocità e accelerazioni dei cavi, calcolate numericamente
40 dinamica inversa
Figura 28: Coppie ai rocchetti
L’andamento delle coppie è riportato in figura 28, mentre i listati
MATLAB di questo esempio sono riportati in A.6.
C O N C L U S I O N I
Questo lavoro è stato finalizzato alla realizzazione di un modello per
l’analisi dinamica di un manipolatore sospeso mediante cavi conside-
rando alcune non idealità.
Questo consente di essere in grado di ricavare, data una generica
legge di moto dell’end effector del robot, le coppie da applicare ai
rocchetti e le leggi di moto che i rocchetti dovranno avere.
Per arrivare al risultato si è prima dovuto studiare e realizzare un
modello statico dei cavi che consideri anche la massa e l’elasticità dei
cavi stessi.
I modelli realizzati sono stati, quando possibile, validati per confron-
to dei risultati ottenuti con quelli presentati in articoli scientifici.
Possibili sviluppi sono quelli di generalizzare ulteriormente il mo-
dello dinamico, realizzando il caso tridimensionale, e di considerare
altre non idealità, tra cui: componenti di attrito e inerzia dei rocchetti
variabile al variare dell’angolo di avvolgimento del cavo sul tamburo.
41





L I S TAT I D E G L I S C R I P T M AT L A B
In questa sezione sono riportati i listati degli script MATLAB creati
per risolvere i casi presentati nei capitoli precedenti.
a.1 primo caso - validazione del modello
1 %% Modello di Irvine
% Le incognite da trovare sono:
% * $L_0$, lunghezza del cavo;
% * $F_x$, forza orizzontale all'estremo destro;
% * $F_y$, forza verticale all'estremo destro.
6 %% Dati del cavo
Px = 651/100; %m
Pz = -376/100; %m
rho = 70/1000; %kg/m
d = 10.5/1000; %m
11 A_0 = pi*d^2/4; %m^2
E = 116.2e6; %Pa
g = 9.81; %m/s^2
F_ee = -.623*g;





%% Risoluzione del sistema non lineare
21 SingoloC = @(x) SingoloCavo(x,E,A_0,rho,g,Px,Pz,F_ee);
x = fsolve(SingoloC,[Tx Tz L_id]);










31 x_cavo1 = t1x/E/A_0*s1 + abs(t1x)/rho/g*(asinh((t1z+rho*g*(
s1-L1_us))/t1x)-asinh((t1z-rho*g*L1_us)/t1x));
z_cavo1 = (t1z/E/A_0*s1 + rho*g/E/A_0*(s1.^2/2-L1_us*s1)+...
45





36 plot([0 Px],[0 Pz],'k','LineStyle',"--",'LineWidth',1.5)
title('Sagging cable as in Kozak-2006')
xlabel('Horizontal displacement [m]')
ylabel('Vertical displacement [m]')
legend('Sagging cable model','Ideal cable model','Location'
,"southoutside")
41 axis equal
%% Sistema non lineare
% In letteratura sono presenti due versioni delle equazioni,
una con la presenza
% di funzioni $\sinh^{-1}$ e l'altra che contiene invece una
funzione logaritmica, che quindi
%dovrebbe quindi essere si maggiore efficienza nella ricerca
della soluzione numerica.
46 %
% Corrispondenza nel vettore delle incognite:
% * X(1) fx
% * X(2) fz
% * X(3) L0
51 function F=SingoloCavo(X,E,A_0,rho,g,Px,Pz,F_ee)
F(1) = X(3)*X(1)/E/A_0 + abs(X(1))/rho/g*(asinh(X(2)/X
(1))-asinh((X(2)-rho*g*X(3))/X(1)))-Px;
%x primo cavo
F(2) = X(3)*X(2)/E/A_0 - rho*g*X(3)^2/2/E/A_0 + 1/rho/g
*(sqrt(X(1)^2+X(2)^2)-sqrt(X(1)^2+(X(2)-rho*g*X(3))
^2))-(Pz); %z primo cavo




F1(1) = X(1)*X(3)/E/A_0 + X(1)/rho/g*log((sqrt(X(1)^2+X
(2)^2)+X(2))/(sqrt(X(1)^2+(X(2)-rho*g*X(3))^2)-(-X
(2)+rho*g*X(3))))-Px;






% Espressione in funzione del modulo e dell'angolo della
forza
% $$t_x=t \, cos(\theta)$$
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% $$t_y=t \, sin(\theta)$$
66 % Il vettore delle incognite diventa quindi:
%%
% * X(1) = t;
% * X(2) = theta;
% * X(3) = L0.
71
function F1=SingoloCavoAngoli(X,E,A_0,rho,g,Px,Pz,F_ee)












% Nei calcoli svolti finora, i tre casi sono equivalenti
come risultati. 
a.2 manipolatore piano a due gradi di libertà
%% Cinematica inversa
2 % In questo esempio si considera la sola forza
gravitazionali agente sull'end-effector;
% consideriamo come caso iniziale inoltre un manipolatore
piano, come in Arsenault2013.
%
% %% Definizione punti di ancoraggio




A1x = 0; %m
12 A1y = 0; %m
A1 = [A1x A1y];
A2x= 100; %m
17 A2y= 0; %m
48 listati degli script matlab
A2 = [A2x A2y];
%% Definizione posizione end effector
22 Px = 50; %m
Py = -3; %m
P = [Px Py];
%% Calcolo lunghezze dei cavi nel caso ideale
27 % Saranno usate come le soluzioni di primo tentativo per la
soluzione numerica
% di caso reale
L1_id=sqrt((P(1)-A1(1))^2+(P(2)-A1(2))^2)
L2_id=sqrt((P(1)-A2(1))^2+(P(2)-A2(2))^2)
32 %% Dati cavo
E = 200e9; %Pa
d = 35e-3; %m
A_0 = pi*d^2/4; %m^2
37 rho = 7.5; %kg/m massa lineare cavo
g = 9.81; %m/s^2
%% Forza Applicata
F_ee=-10*9.81;















%% Ottengo l'andamento del primo cavo
57
s1=0:0.001:L1_us;
x_cavo1 = t1x/E/A_0*s1 + abs(t1x)/rho/g*(asinh((t1y+rho*g*(
s1-L1_us))/t1x)-asinh((t1y-rho*g*L1_us)/t1x));
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62 %% Ottengo l'andamento del secondo cavo
s2=0:0.001:L2_us;
x_cavo2 = t2x/E/A_0*s2 + abs(t2x)/rho/g*(asinh((t2y+rho*g*(
s2-L2_us))/t2x)-asinh((t2y-rho*g*L2_us)/t2x));





txt = ' A_1';













82 %% Sistema non lineare per risolvere la statica e cinematica
inversa
% Il vettore X contiene le incognite:
%%
% * X(1) sia la lunghezza del primo cavo $l_{01}$;
% * X(2) siala lunghezza del secondo cavo $l_{02}$;
87 % * X(3) sia la tensione orizzontale del primo cavo $t_{1x
}$;
% * X(4) sia la tensione verticale del primo cavo $t_{1y}$;
% * X(5) sia la tensione orizzontale del secondo cavo $t_{2x
}$;
% * X(6) sia la tensione verticale del secondo cavo $t_{2y
}$.
92 function F=StaticInvKin(X,E,A_0,rho,g,Px,Py,A2x,F_ee)
F(1) = X(3)*X(1)/E/A_0 + abs(X(3))/rho/g*(asinh(X(4)/X
(3))-asinh((X(4)-rho*g*X(1))/X(3)))-Px;
50 listati degli script matlab
%x primo cavo
F(2) = X(4)*X(1)/E/A_0 - rho*g*X(1)^2/2/E/A_0 + 1/rho/g
*(sqrt(X(3)^2+X(4)^2)-sqrt(X(3)^2+(X(4)-rho*g*X(1))
^2))-(Py); %y primo cavo
F(3) = X(5)*X(2)/E/A_0 + abs(X(5))/rho/g*(asinh(X(6)/X
(5))-asinh((X(6)-rho*g*X(2))/X(5)))-(A2x-Px);
%x secondo cavo
F(4) = X(6)*X(2)/E/A_0 - rho*g*X(2)^2/2/E/A_0 + 1/rho/g
*(sqrt(X(5)^2+X(6)^2)-sqrt(X(5)^2+(X(6)-rho*g*X(2))
^2))-(Py); %y secondo cavo






a.3 manipolatore spaziale a tre gradi di libertà
%% Definizione punti di ancoraggio
% Si ipotizza che i punti di ancoraggio siano ai vertici di
un triangolo equilatero di lato L.
L=10;
h=0;







%% Matrice di rotazione da coordinate globali a coordinate
del cavo
% Rotazione attorno all'asse z, di valore phi. Da verificare
che le coordinate y nel nuovo sistema di riferimento
siano pari a zero per il vettore risultante; in questo
modo ci si riconduce al caso del cavo nel piano. Infatti
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R1=[cos(phi1) -sin(phi1) 0 a1(1);
sin(phi1) cos(phi1) 0 a1(2);
20 0 0 1 a1(3);












R2=[cos(phi2) -sin(phi2) 0 a2(1);
sin(phi2) cos(phi2) 0 a2(2);
0 0 1 a2(3);














R3=[cos(phi3) -sin(phi3) 0 a3(1);
sin(phi3) cos(phi3) 0 a3(2);
0 0 1 a3(3);




52 listati degli script matlab
v3loc=v3locend-v3locstart+[0;0;0;1];









75 %% Caratteristiche cavi
rho = 70/1000; %kg/m
d = 10.5/1000; %m
A_0 = pi*d^2/4; %m^2
80 E = 20e9; %Pa
g = 9.81; %m/s^2
m=1; %kg
%% Calcolo angoli e tensioni ideali
85 theta_1_id = atan2(v1loc(3),v1loc(1));
theta_2_id = atan2(v2loc(3),v2loc(1));
theta_3_id = atan2(v3loc(3),v3loc(1));









95 [T1_idsol T2_idsol T3_idsol] = solve([eq1(1) eq1(2) eq1(3)
],[T_1_id T_2_id T_3_id]);
%% Vettore delle forze
w=[0;0;-m*g];
T1_first = double(T1_idsol);




105 thetamax = 2*pi-0.01;





110 x_lower = [L1_id-.2,L2_id-.2,L3_id-.2,Tmin,Tmin,Tmin,
thetamin,thetamin,thetamin];
x_upper = [L1_id*1.5 L2_id*1.5 L3_id*1.5,Tmax, Tmax,Tmax,
thetamax,thetamax,thetamax];











line([a1(1) p(1)],[a1(2) p(2)],[a1(3) p(3)],'color','red')
120 line([a2(1) p(1)],[a2(2) p(2)],[a2(3) p(3)],'color','green')
line([a3(1) p(1)],[a3(2) p(2)],[a3(3) p(3)],'color','blue')
scalavett = 0.3;
%Vettore T1id













































155 %% Disegno i cavi
% Cavo 1











170 cavo1_loc=[x_1; zeros(size(s1)); z_1; ones(size(s1))];
%%
% Nel sistema di riferimento globale
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cavo1_glob=R1*cavo1_loc;
175 % Cavo 2
% Nel sistema di riferimento locale
s2=0:0.001:L2;









cavo2_loc=[x_2; zeros(size(s2)); z_2; ones(size(s2))];
190 %%
% Nel sistema di riferimento globale
cavo2_glob=R2*cavo2_loc;
% Cavo 3
195 % Nel sistema di riferimento locale
s3=0:0.001:L3;
t_3x = T3*cos(theta3);
200 t_3z = T3*sin(theta3);
t_03 = sqrt(t_3x^2+(t_3z-rho*g*L3)^2);
t_03z = rho*g*L3-t_3z;




cavo3_loc=[x_3; zeros(size(s3)); z_3; ones(size(s3))];
%%
210 % Nel sistema di riferimento globale
cavo3_glob=R3*cavo3_loc;
%% Grafico











%Assi primo sistema di riferimento locale
line([or1(1) xloc1(1)],[or1(2) xloc1(2)],[or1(3) xloc1(3)],'
HandleVisibility','off')
line([or1(1) yloc1(1)],[or1(2) yloc1(2)],[or1(3) yloc1(3)],'
HandleVisibility','off')
line([or1(1) zloc1(1)],[or1(2) zloc1(2)],[or1(3) zloc1(3)],'
HandleVisibility','off')
225 %Assi secondo sistema di riferimento locale
line([or2(1) xloc2(1)],[or2(2) xloc2(2)],[or2(3) xloc2(3)],'
HandleVisibility','off')
line([or2(1) yloc2(1)],[or2(2) yloc2(2)],[or2(3) yloc2(3)],'
HandleVisibility','off')
line([or2(1) zloc2(1)],[or2(2) zloc2(2)],[or2(3) zloc2(3)],'
HandleVisibility','off')
%Assi terzo sistema di riferimento locale
230 line([or3(1) xloc3(1)],[or3(2) xloc3(2)],[or3(3) xloc3(3)],'
HandleVisibility','off')
line([or3(1) yloc3(1)],[or3(2) yloc3(2)],[or3(3) yloc3(3)],'
HandleVisibility','off')
line([or3(1) zloc3(1)],[or3(2) zloc3(2)],[or3(3) zloc3(3)],'
HandleVisibility','off')







































%% Sistema non lineare
% Vettore delle incognite
%%
265 % * X(1) = l_01
% * X(2) = l_02
% * X(3) = l_03
% * X(4) = t1
% * X(5) = t2
270 % * X(6) = t3
% * X(7) = theta1
% * X(8) = theta2
% * X(9) = theta3
%%
275 % Le prime sei equazioni non lineari rappresentano le
condizioni sulle equazioni
% di Irvine; le ultime 3 invece l'equilibrio di forze.
function F=spaziale3GdL(X,E,A_0,rho,g,v1loc,v2loc,v3loc,R1,
R2,R3,w)
58 listati degli script matlab
%Congruenza




F(2) = (X(4)*sin(X(7)))*X(1)/E/A_0 - rho*g*X(1)^2/2/E/
A_0 + 1/rho/g*(X(4)-sqrt((X(4)*cos(X(7)))^2+((X(4)*
sin(X(7)))-rho*g*X(1))^2))-v1loc(3); %z1end




F(4) = (X(5)*sin(X(8)))*X(2)/E/A_0 - rho*g*X(2)^2/2/E/
A_0 + 1/rho/g*(X(5)-sqrt((X(5)*cos(X(8)))^2+((X(5)*
sin(X(8)))-rho*g*X(2))^2))-v2loc(3); %z2end




285 F(6) = (X(6)*sin(X(9)))*X(3)/E/A_0 - rho*g*X(3)^2/2/E/
A_0 + 1/rho/g*(X(6)-sqrt((X(6)*cos(X(9)))^2+((X(6)*
sin(X(9)))-rho*g*X(3))^2))-v3loc(3); %z2end
%Definizione vettori delle forze locali:
t1loc = [X(4)*cos(X(7)); 0; X(4)*sin(X(7))];
t2loc = [X(5)*cos(X(8)); 0; X(5)*sin(X(8))];
290 t3loc = [X(6)*cos(X(9)); 0; X(6)*sin(X(9))];





295 F(8) = A(2);
F(9) = A(3);
end 
a.4 manipolatore spaziale a tre gradi di libertà tra-
slazionali con quattro cavi
%% Esempio Manipolatore con 4 cavi
% Non ci sono in letteratura articoli con derivazione
esplicita del caso con
3 % 4 cavi. Si trova un esempio in *Dheerendra2017*.
%
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% In questo caso il problema non ha un'unica soluzione,
problema sottovincolato.
%% Definizione punti di ancoraggio
% Si ipotizza che i punti di ancoraggio siano ai vertici di
un rettangolo di
8 % lati L1 (_direzione x_) e L2 (_direzione y_).
clear all
close all
13 L1 = 50; %m
L2 = 80.9; %m
z = 0;
a1 = [0; 0; z];
18
a2 = [L1; 0; z];
a3 = [L1; L2; z];
23 a4 = [0; L2; z];





%% Matrice di rotazione da coordinate globali a coordinate
del cavo
% Rotazione attorno all'asse z, di valore phi. Da
verificare che le coordinate
% y nel nuovo sistema di riferimento siano pari a zero per
il vettore risultante;
33 % in questo modo ci si riconduce al caso del cavo nel piano.
Infatti nei sistemi




R1=[cos(phi1) -sin(phi1) 0 a1(1);
sin(phi1) cos(phi1) 0 a1(2);
0 0 1 a1(3);
43 0 0 0 1];














R2=[cos(phi2) -sin(phi2) 0 a2(1);
sin(phi2) cos(phi2) 0 a2(2);
0 0 1 a2(3);














78 R3=[cos(phi3) -sin(phi3) 0 a3(1);
sin(phi3) cos(phi3) 0 a3(2);
0 0 1 a3(3);














R4=[cos(phi4) -sin(phi4) 0 a4(1);
98 sin(phi4) cos(phi4) 0 a4(2);
0 0 1 a4(3);










113 d = 20/1000; %m
A_0 = pi*d^2/4; %m^2
E = 20e9; %Pa
g = 9.81; %m/s^2
%rho = 70/1000; %kg/m
118 rho = 1.8; %kg/m
%% Vettore delle forze
m=258.1; %kg
w=[0;0;-m*g];
123 T_min = 2000;%2537; %N
T_max = +inf; %N
%% Risoluzione Sistema
% Nell'articolo di Dheendra il sistema viene risolto in tre
passaggi:
%%
128 % # Calcolo dei valori iniziali delle lunghezze;
% # Ottimizzazione delle tensioni sui cavi;
% # Calcolo delle lunghezze effettive.
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L4_id=norm(v4loc(1:3))
%% 2. Ottimizzazione delle tensioni
138 % Ci troviamo in un caso in cui le soluzioni possibili sono
multiple (sistema
% indeterminato), ci sono quattro incognite, $\left[ T_1 \,
T_2 \, T_3 \, T_4]$ e tre
% equazioni (l'equilibrio nelle direzioni x, y, z)
%







148 theta3_in = atan2(v3loc(3),v3loc(1))
theta4_in = atan2(v4loc(3),v4loc(1))
%%
% Componendo le matrici di rotazione per esprimere le forze
nel sistema di riferimento
% globale si ricava una matrice equivalente a quella
riportata nell'articolo (al
153 % netto della convenzione dei segni utilizzata), dopo
passaggi qui non riportati:









% Imposto il problema di ottimizzazione
158
f = [1 1 1 1];
lb = T_min*[1 1 1 1];
ub = T_max*[1 1 1 1];
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% Ora le tensioni dei cavi sono state trovate; possibile
determinare le lungheze
% dei singoli cavi.
%% 3. Calcolo delle lunghezze effettive
% Si tratta ora di risolvere singolarmente un sistema di tre
equazioni in tre
173 % incognite per ogni cavo. Nell'articolo viene trascurata la
deformazione assiale
% del cavo (nei precedenti script Matlab erano stati
considerati, ma sono contributi
% di ordine secondario).
%
risolC1 =@(x) risolviCavo(x,rho,g,v1loc,T1);
178 x1_first = [T1*cos(theta1_in) T1*sin(theta1_in) L1_id];
x1 = lsqnonlin(risolC1,x1_first);
risolC2 =@(x) risolviCavo(x,rho,g,v2loc,T2);




x3_first = [T3*cos(theta3_in) T3*sin(theta3_in) L3_id];
x3 = lsqnonlin(risolC3,x3_first);
188 risolC4 =@(x) risolviCavo(x,rho,g,v4loc,T4);
x4_first = [T4*cos(theta4_in) T4*sin(theta4_in) L4_id];
x4 = lsqnonlin(risolC4,x4_first);
%% Disegno i cavi
% Cavo 1












cavo1_loc=[x_1; zeros(size(s1)); z_1; ones(size(s1))];
208 %%
% Nel sistema di riferimento globale
64 listati degli script matlab
cavo1_glob=R1*cavo1_loc;
% Cavo 2












cavo2_loc=[x_2; zeros(size(s2)); z_2; ones(size(s2))];
228 %%
% Nel sistema di riferimento globale
cavo2_glob=R2*cavo2_loc;
% Cavo 3












cavo3_loc=[x_3; zeros(size(s3)); z_3; ones(size(s3))];
248 %%
% Nel sistema di riferimento globale
cavo3_glob=R3*cavo3_loc;
% Cavo 3
253 % Nel sistema di riferimento locale












cavo4_loc=[x_4; zeros(size(s4)); z_4; ones(size(s4))];
268 %%











%Assi primo sistema di riferimento locale
line([or1(1) xloc1(1)],[or1(2) xloc1(2)],[or1(3) xloc1(3)])
283 line([or1(1) yloc1(1)],[or1(2) yloc1(2)],[or1(3) yloc1(3)])
line([or1(1) zloc1(1)],[or1(2) zloc1(2)],[or1(3) zloc1(3)])
%Assi secondo sistema di riferimento locale
line([or2(1) xloc2(1)],[or2(2) xloc2(2)],[or2(3) xloc2(3)])
line([or2(1) yloc2(1)],[or2(2) yloc2(2)],[or2(3) yloc2(3)])
288 line([or2(1) zloc2(1)],[or2(2) zloc2(2)],[or2(3) zloc2(3)])
%Assi terzo sistema di riferimento locale
line([or3(1) xloc3(1)],[or3(2) xloc3(2)],[or3(3) xloc3(3)])
line([or3(1) yloc3(1)],[or3(2) yloc3(2)],[or3(3) yloc3(3)])
line([or3(1) zloc3(1)],[or3(2) zloc3(2)],[or3(3) zloc3(3)])
293 %Assi terzo sistema di riferimento locale
line([or4(1) xloc4(1)],[or4(2) xloc4(2)],[or4(3) xloc4(3)])
line([or4(1) yloc4(1)],[or4(2) yloc4(2)],[or4(3) yloc4(3)])
line([or4(1) zloc4(1)],[or4(2) zloc4(2)],[or4(3) zloc4(3)])
298 %%%
66 listati degli script matlab
line([a1(1) p(1)],[a1(2) p(2)],[a1(3) p(3)])
line([a2(1) p(1)],[a2(2) p(2)],[a2(3) p(3)])
line([a3(1) p(1)],[a3(2) p(2)],[a3(3) p(3)])
line([a4(1) p(1)],[a4(2) p(2)],[a4(3) p(3)])
303


















%% Sistema non lineare
318 % Vettore delle incognite:
%%
% * X(1) = T_x
% * X(2) = T_z
% * X(3) = l
323 %%
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%loading cable data values
CableData
8 %End effector mass
m_ee=4000; %kg
%Attachment points
A1 = [-250; 0; 0];
13 A2 = [88.2; 0;0];
A3 = [250; 0;0];
%Relative position of end-effector attachment points
b1 = -10;
18 b2 = -8.8;
b3 = 10;
%End-effector coordinates (in the global coordinates
reference system)
B = [78.3; 0; -133.6]; %Dati paper
23 theta = 0.23; %rad dati paper
%Coordinate transformation matrix
Rot = [cos(theta) 0 sin(theta);...
0 1 0 ;...
28 -sin(theta) 0 cos(theta)]
T21 = [Rot B;...
0 0 0 1];
%Coordinates of end effector in the GCS









43 l3_vec = B3-A3;
%cable tensions (ideal)






%solve linear system for tensions (force & bending moment
equilibrium)
syms T1_id T2_id T3_id
eq1 = T1_id*cos(phi1)+T2_id*cos(phi2)+T3_id*cos(phi3) ==0;
58 eq2 = T1_id*sin(phi1)+T2_id*sin(phi2)+T3_id*sin(phi3)+m_ee*g
==0;
eqAux = cross(B1-B,[T1_id*cos(phi1) 0 T1_id*sin(phi1)])+
cross(B2-B,[T2_id*cos(phi2) 0 T2_id*sin(phi2)])+ ...
cross(B3-B,[T3_id*cos(phi3) 0 T3_id*sin(phi3)]);
eq3 = eqAux(2);
63 [T1_idsol T2_idsol T3_idsol] = solve([eq1 eq2 eq3],[T1_id
T2_id T3_id]);








%Computing ideal cable lenghts (will be used as initial
guesses)
73 l1_id = norm(l1_vec);
l2_id = norm(l2_vec);
l3_id = norm(l3_vec);
%Fixing cable coordinate systems (inversion is 1 if the end
effector is
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inversa = @(x) invKinKozak(x,cableData,l1_vec,l2_vec,l3_vec,
m_ee,theta,b1,b2,b3,inversion,B1,B2,B3,B)
%lb=[l1_id l2_id l3_id 0 -m_ee 0 -m_ee 0 -m_ee];
%ub = [1.2*l1_id 1.2*l2_id 1.2*l3_id 3*m_ee 0 3*m_ee -0 3*
m_ee 0];
88 %sol = fsolve(inversa,[l1_id l2_id l3_id m_ee/6 -m_ee/6 m_ee
/6 -m_ee/6 m_ee/6 -m_ee/6]);









98 T2z = sol(7)
T3x = sol(8)
T3z = sol(9)
































legend('Cable 1 true shape','Cable 2 true shape','Cable 3
true shape','Location','southoutside') 












axis([0 10 -7 0] )
xlabel('x displacement')
ylabel('z displacement')





















%Grandezza area di lavoro
w = 10;
%Definizione exit points dei cavi
40 A1 = [0;0;0];
A2 = [w;0;0];
%Massa end-effector






















[xcavo1_i(i,:) zcavo1_i(i,:)] = stampaCavo(l1(i),T1x(i),
T1z(i),cableData);













title("Forze sui cavi (reazioni vincolari)")
legend("Cavo 1", "Cavo 2")
85
%Ora derivo le lunghezze dei cavi, dividendo per il raggio
della puleggia















%Derivo le velocità dei cavi, ottenendo le accelerazioni















120 legend("Cavo 1","Cavo 2")
%Dati rocchetto
125 m_rocchetto = 0.5; %kg
r_rocchetto = 0.1; %m
J_rocchetto = 1/2*m_rocchetto*r_rocchetto^2;
%Ottengo le velocità e le accelerazioni dei rocchetti


























































title("Cable Forces at fixed end")
190 legend("Cable 1", "Cable 2",'Location','best')
xlabel('Time [s]')
ylabel('Force [N]')
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title("Cable Acceleration")










a.6.2 Soluzione della cinematica inversa
%Funzione di cinematica inversa per il manipolatore piano a
2 gradi di
2 %libertà




7 xddot = acc_x_in;
zddot = acc_z;
CableData;
F_ee = m_ee*[xddot; 0; -zddot-g];
12 %Definizione posizione end-effector
B = [pos_x;0;pos_z];
%Lunghezze ideali dei cavi
l1_id = norm(B-A2);
17 l2_id = norm(B-A1);




%Forze ideali dei cavi
syms T1 T2
%Equilibrio in x
eq1 = T1*cos(theta1)+T2*cos(theta2) == F_ee(1);
27 %Equilibrio in z
eq2 = T1*sin(theta1)+T2*sin(theta2) == F_ee(3);
76 listati degli script matlab
[T1sol T2sol] = solve([eq1 eq2],[T1 T2]);




%Risoluzione cinematica inversa imponendo come soluzioni
iniziali quelle
37 %calcolate nel caso ideale, primo passaggio con
accelerazione nulla
risolviCinInversa = @(x) invKin2GdL(x,cableData,A1,A2,B,F_ee
);





F_ee = m_ee*[acc_x; 0; -zddot-g];
risolviCinInversa2 = @(x) invKin2GdL(x,cableData,A1,A2,B,
F_ee);




52 T1z = soluzione(4);
T2x = soluzione(5);
T2z = soluzione(6);
%Calcolo le tensioni all'estremo iniziale del cavo





function F = invKinKozak(X,cableData,A1,A2,B,F_ee)
l1 = X(1);




A.6 soluzione della dinamica 77
T2z = X(6);









18 F(1) = T1x*l1/E/A_0 + abs(T1x)/rho_0/g*(asinh(T1z/T1x)-
asinh((T1z-rho_0*g*l1)/T1x))-x1_end;
F(2) = T1z*l1/E/A_0 - rho_0*g*l1^2/2/E/A_0 + 1/rho_0/g*(
sqrt(T1x^2+T1z^2)-sqrt(T1x^2+(T1z-rho_0*g*l1)^2))-
z1_end;
F(3) = T2x*l2/E/A_0 + abs(T2x)/rho_0/g*(asinh(T2z/T2x)-
asinh((T2z-rho_0*g*l2)/T2x))-x2_end;




23 F(6) = T1z+T2z-F_ee(3);
end 
1 %Cable Data
d = 0.03; %m
A_0 = pi/4*d^2;
E = 200e9; %Pa (steel)
rho_0 = 5.51; %kg/m
6 g =9.81; %m/s^2
cableData=[d A_0 E rho_0 g]; 
a.6.3 Definizione della legge di moto
%Definizione legge di moto
3 campionamento = 1
tempo_z = 15;
tempo_x = 15;
8 tempo_tot = tempo_z*2+tempo_x;
x_iniz = 3;
x_finale = 7;
78 listati degli script matlab
z_iniz = -6;

























%tratto 2, decelerazione in z primo tratto
while tempo(i)<tempo_z
acc_x(i) = 0;








A.6 soluzione della dinamica 79











































98 spazio_x(i) = x_finale;










a.6.4 Funzione per stampare la deformata del cavo
function [xcavo zcavo] = stampaCavo(l,Tx,Tz,cableData)
d = cableData(1);
A_0 = cableData(2);




xcavo = Tx/E/A_0*s1 + abs(Tx)/rho_0/g*(asinh((Tz+rho_0*g
*(s1-l))/Tx)-asinh((Tz-rho_0*g*l)/Tx));
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